HKBL TD 10 : Séries numériques 2024-2025

*
Exercice 1

Déterminer dans chaque cas la nature de la série de terme général u,,

1) u, =52 4) u, = 2’;
2) Up = 27 "sinn 5) Uy, n2022
n!
n? 1
3) un = 6) tn = ———
) u (n+2)! ) u n cos?(n)

Exercice 2

1
Soit u la suite définie pour tout n € N* par u,, = In <1 + )
n
1) Montrer que >y, up = >, (In(k+ 1) — In(k))
2) En déduire que la série de terme général u,, diverge.

*
Exercice 3

Dans chaque cas, étudier la nature de la série de terme général v,, = In(u,,) et calculer sa somme le cas échéant.

1
1) VneN* u, =1-—
n+1
1
2 VneN* uy=1— ———
) Ve, u (n+ 12

*
Exercice 4

Pour chacune des séries ci-dessous, déterminer pour quelle(s) valeurs de x elles convergent et calculer leur somme pour
n allant de 0 a +o0.

n n/2
1) 2.(4z) ) Y e >0
n!
(3z)"
3) S2(1 — ba)” 6) X 5 e #0
an
4 Rl
)T
* %
Exercice 5
Etudier la nature de la série de terme général u,, :
In(n) __ 1
1) un = n" 4) tn Ve 1/n?
5 1
nz +mn3
2 = ) 1
L 5) un = sin <n2>
1
3) Up = 71n(n)1n(”) 6) Uy =1— e—l/n

*
Exercice 6

Justifier que les séries numériques suivantes convergent et calculer leur somme

1) Sarn % (;)n PO

4) ZnZl o
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*
Exercice 7

Montrer la convergence et calculer la somme des séries suivantes :

1 b

1) D2 1 (indication : écrire a7 Sous la forme - i 1 + — 1)
2) (indication : écri ! la forme &+ —— 1+ )

———— (indication : écrire ——————— sous la forme —

n2ln(n+1)(n+2) n(n+1)(n+2) n n+l n+2
*
Exercice 8
Montrer la convergence et calculer les sommes des séries suivantes :

1 1 n2 +2n
1) ano E 5) ano E 8) ano m

1
2) ano 98n o2ne 9) ano n’z"

_ nm2n 6) ZnZO 7 n 1 2
3 T )

10) 2"21 n (n(n +2)

n!

1 (—2)"
4) ZiZO ijo 3i+2j 7) ZnZO 47 (n + 2)!
* *

Exercice 9

Unp,
14wy

Soit (u,) une suite de réels positifs et (v,,) la suite définie pour tout n € N par v,, =
Montrer que les séries Y u,, et > v, ont méme nature.

*
Exercice 10

Une série de Bertrand est une série dont le terme général est de la forme — avec « et 8 des réels.

n®In(n)?
1)
2)

3) Montrer que si a > 1, la série converge.

Montrer que si a < 0, la série diverge.

Montrer que si 0 < a < 1, la série diverge.

On traitera le cas a = 1 dans le chapitre 15

* X %
Exercice 11

n
Soit (un)nen une suite numérique positive. Pour tout n € N on note S,, = Z ug. Si la série Y u, converge on note S sa
k=0
somme et on définit par R, = Z;:;LH up = S — S, la suite des restes de la série Y uy,.
Enfin, soit (v,,) une suite positive telle que u, ~ vy.
n—oo

1) Montrer que si la série Y u,, diverge, alors S,, ~ > ) _ vk
n—oo

2) Montrer que si la série 3 v, converge, alors R, ~ S/ 41 Vk-
n— oo

1 1
3) Application : aprés avoir montré que — ~ In(n+1)—In(n), déterminer un équivalent de Y ,_, Z lorsque n — +oc.
n n—oo
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